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Mevrouw T. ‘mm Aardenne~Ehrenfest,
midmﬁuk 2634,

Geachte Mevrouw Van Asrdenne,

Hierbij zend ik U de s 1labus van Prof,.Van der s waarover
gﬁaw ﬁapmm werd, In deze ngﬁum staat wel hetgeen U

Daay alles w nogal bekmopt en m&ﬂ zonder be-
uijm in etaat, ben ik zo vrij hieronder nog een elementair
bewijs ultvoerig op te sehrijven.

Ik begin met een bekende hulpstelling,

Stelling 1. AlS PyseessP) verschillende priemgetallen
zijn en a(x«w.,xk} een rationale funetie met rationale
co¥fficisnten, dan bestast er een polynoom P(%,,..s,%, ) met
rationale coffici#nten dat in elk van de veranderlijken hoog-
stens van de eerste graad is, zodat

M Wqﬁ***& V;—k} b ?{ \/E‘ﬁ“’h‘#ﬂﬁ Vﬁ)*

Bewijsy We mm volledige induetie mw k toe. Het
geval k=0 is trivisal, Stel n>1 en de stelling bewezen voor
k< n., We sehrijven

m%“%%? s

P, (ﬁﬁpommﬁn’
)

met R,‘ en !ﬁ polynomer met rationale co¥fficiSnten, Omdat
{W} mﬁm& 18, bestasn er polynomen P 3{Bqgse0nsx,) o0
!&(1 ﬁﬁmwﬁ%} met rationale co€fficiEnten ﬂm in elk van de
wnmarmsm hoogstens van de eerste graad zlijn zodat

Wﬂ‘g‘ \[513##” l@») = ?3( \;\‘1&%*:«! V%)
fﬁ@ ﬁ.‘yaﬁwa \EM) - ?@,{ \/\q#*wmm %’ *

Stel nu P {\/E,Qaw&#ﬁ ﬁm} ‘lﬁfﬁ Pn en ’;{ \/; svens \/;n) -
= %Wa Uln, waarin Fiﬁwit ﬁ‘q‘w&cou ﬁm 1) voor M#ﬁﬁ?#a
polynamen met retionale coSfficisnten zijn. Als nu P,~Pg | py=t
18y 1s PoaPg | p, 2P, De umum vinden we door de mwsmw
veronderstelling op 3’ toe e passen, Als
mrwg\[wmmmmm we m ¢ en noemer met lﬁ?@a\/;; |
en pessen na linearisatie weer m& de MMMMW
ﬁ%liw mﬁ / ‘
: 48 een speciaal geval van de stel-
m mwm&m eo8fficitnten wan
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3% 2. Als PqseserPy vexfsahilxunéa priemgetallen zijn
en m een kwadraatvri] geheel getal #£1, dat door geen der getal-
len PysesesPy deelbaar is, dan is

\[;q‘ R{ ﬁqgw«# Wk)

voor alle rationale functies R met rationale coEfficifnten,
Bewijs: Inductie naar kj k=0 is trivisal omdat \m irre-
tionaal 18, 8tel n >1 en de stelling bewezen voor k<n, Stel

\F = R{ m#***& m}w

Op grond van nmn&m 1 mogen we aannemen dat R een polyncom met
rationale co@fficiénten is, dat in elk van de veranderiijken
hoogstens van de eerste graad is. Stel

R( \/—51*1“\@‘; ﬁn) = ?1 + ?a\/-;u -

met Py=P,{ ml"*t v Phq) (1= 1,2).

Als Po=0 leidt de induetieveronderstelling tot een contra-
dictie,

Als ?ﬁ’@’ !’M, geldt

\,“9 ﬂﬁm”am

Omdat p, niet deelbasr is op m, is m P, een kwadraatvri] getal
#1s dat door geen der getallen p,,...sP, 4 Geelbaar is. Ook nu
leidt de inductieveronderstelling tot een contradictie,

Als P,#0, P40, vinden we door kwadrateren:

@ * Py ’ﬁﬁ +2P,P P, »

en wederom leidt de mtmmaomum tot een contra~
ﬁiﬁﬁﬁ‘@&

ﬂw%

, Ang 3. AlS Mmgyeesm, kwadraatvrije gehele mmmn #1
m&@mum%&wﬂﬁ&@ dan is

%m ¥ #ﬁ%‘*’ ﬁ&\f;i; = m

aar in Wﬁﬂ' %wwm
~ Bewi Industie nsar k3 ke0 is triviaal, Stel n=1 en de
gtelling bew vm E<n. %l




Laat Pysevespy de verschillende priemgetallen zijn, die als
delers bevat zijn in de getallen Mypeessl, en stel {na ver-
nummeren) dat Bys.s.,m; Geelbaar zijn door Dy 0 My qsee0sly
niet. Dan is 1 >1 en

Pal [Pqseees Pyq) VP gty g Umypqteeesmy Ve,

Nu 48 Py [Pgoeses P, _q)=0 onmogel1Jk op grond van de
induetieveronderstelling. gls r,*( \/p.‘,nu \/\,%Wg kunnen
we r oplossen als rationale fumctie van \IL;;.“, \f““.;
met mtimaia wﬁffi&iﬁntem hetgeen op grond mm utﬂiing 2
mmgam;k is,

Ma we bovendien aammm dat snder

“‘awwo

geldt at uit |
2y Bybenatx (m =0

met mx& N1gwagv%: ?ﬂw dat K ﬁn«nﬂaﬂﬁﬁ Het bewijs is
analoog.
' Hiermede hoop ik U van denst te zijn geweest,

Met de meeste hoogachting,

%“
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(Dr W. Peremans)




WP /LN

11 december 1957

Mevrouw T. van Asrdenne-Ehrenfest,
Zuidendijk 2634,
DORDRECHT .

Geachte Mevrouw Van Aardenne,

m bewijs, dat de in Uw brief van 8§ dezer gedefinieerde
gﬂnl 1 niet bevat, wil ik over een andere boeg gool-
em,' de oude methode me niet lukken wilde. Als we van
enkele eenvoudige stellingen uit de algebraische g;eta11m-
theorle gebrulk maken, is het bewijs echter heel simpel. De
volgende twee stellingen ontleen ik aan de algebralsche ge-~

1, Als het a raische getal o< nulpunt is van
i met le co® ci@nten en hoogste co¥ffici®nt
‘ M m&mu polyncom met ratiomale coBffi-
hoogste co¥fficilnt 1, dat X als nulpunt bexist,

b Een Mmujk nmwum getal noemen we geheel alge-

rafsch.

Stelling 2. De wmmuwmz. uit een geheel algebra-

, %Al 18 geheel algebra¥sch. Een linesive combinatie
met gehele ww £ici¥nten van gehele algebralsche getallen is

geheel algebralsch.

Stelling 1 vindt U in leerboeksn mw ammlmm ge-
mm«mammmmw«m Hoderne Algebra,
b.v. tm am Kapitel IV, & 23 Paktorseriegung, bl
Ste is eenvoudig wult atelling 1 mr m leiden
mmmnnmmma'ammwwmlm“a
de Miw combinaties met gehele awmm van vier-

kanteawortels ult elementen van Rpoq nﬂ is de verzameling

van de even gehele gnﬁtllm), dan geldt

2 r

.J@lkgm inductle I:Mr t:i;m ne0 1s atel-
Visal, wam one gehele ge mﬂ:ngm nxm
b mx'm k >% de stelling juist veor n <k. Als

!‘é% dan is

rmi h§

m%mm“jé%q , dus
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o~k m o-{k-1)
2 E hj(ﬂ [~ ¢ J)t
De Mmtiwammmmnm en stelling 2 leveren het gevraagde,
Stelling 4. Voor alle gehele n20 geldt 1¢R ,
Bewijs. St#l 1€R, dan is, volgens stelling 3,

-7
2~2

geheel algebralsch. Dif is echber niet Zo, want dit
nulpunt van het irredusibele polynoom getal 1s

Ly

en dus volgens stelling 1 niet geheel algebralsch.

Ale ook vingen met nuldelers tmg}uhn wopden, is er wel
een esnvoudiger methode om ringen te krijgen, die geen eenheids-
cl&z:nt hebben en waspin ieder element product is van twee ele-
menten,

We gaan uit van een willekeurige ring x» met minstens twee
elementen en met eenheldselement, dat we met™ 1 sanduiden. Ve
vormen oneindige rijen

f"" {vqtrgﬁ*ﬂ)
met r £ R, en alle r =0 op eindig vele na. Optell aftrekiing
en veBmenfgvuldiging®worden componentsgewijse gedefinieerd
is duidelljk dat we dan e¢n ring R verkregen hebben. Het is duil-
delijk, dat R geen eenheldselement heeft, want het eenheldsele-

ment zou de oneindige rij met uitslultend enen moeten zijn en
die zit niet in R, Teder element is wel een product, want ledere
PER is Ye schrijven alse g!r met OER, Als n,l. N een mn&
3mgmmak) natuurlijk getal is, zodat r =0 voor n2 N, dm -
doe ;
U‘* {5,‘,!3,“.’@
gedefinieerd door B,=1 voor n< N en 8 =0 voor n>N san de elsen,
Hiermee hoop ik U van dienst te zijn geweest,
Met vriendelijke groeten,

ey

(Dr W, Peremans)
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